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The investigation of the localized solutions of the Berne—GorpstoNe equation begun in a pre-
vious paper ! is continued for the case where the two-nucleon potential contains a hard-core. The
presence of the hard-core in the potential necessitates the use of another method of solution of the
B.G.Gl. as that used in I. Using a squarewell for the attractive part of the potential a numerical
solution of the equation is obtained. As was the case without hard-core the localized solution as a
function of the center-of-mass momentum (c. m. m.) of the nucleon pair exists only in the immediate
vicinity of zero c. m. m. The hard-core results in a decrease of the energy-separation of the energy
of the solution as measured from the double Fermi-Energy. The dependence of the energy of the
solution upon the c. m. m. is similar to that obtained for a square-well potential without hard-core.

In einer vorangehenden Arbeit! wurde bereits
das Problem von lokalisierten Losungen der BernE—
Gorpstone-Gleichung (B.G.Gl.) 2 bei nicht-verschwin-
dendem Gesamtimpuls (K) des Nukleonenpaares be-
handelt. Die Gleichung wurde dort in der Darstel-
lung im Impulsraum formuliert und analytisch und
numerisch fiir ein separierbares Potential und im
Sinne einer Niherung fiir ein Kastenpotential
gelost. Es stellte sich heraus, daB§ fiir den Bereich
0 <KX 2k; (ky=Fermr-Impuls) lokalisierte Lo-
sungen nur in der unmittelbaren Néhe von K=0
existieren.

Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit das glei-
che Problem fiir ein Potential mit einem hard-core-
Anteil zu behandeln, d. h.

v(r) =vpe(r) +va(r)
vhe(r) =0 fir r=<Zc (L)

— (6 = nite
r ist der Abstand der beiden Nukleonen. Fiir ¢ soll
in dieser Arbeit der Wert 0,4-10713 cm benutzt wer-
den. Die Gestalt des anziehenden Anteils v, (r) wird
zundéchst nicht festgelegt.

Die Losungsmethode, die in I benutzt wurde, 146t
sich nicht anwenden, wenn das Potential einen hard-
core-Anteil enthalt. In der vorliegenden Arbeit wird
die Wellenfunktion zum Problem mit hard-core und
anziehendem Potential entwickelt nach Losungen
einer B.G.Gl., bei der das Potential nur aus einem
hard-core besteht. Man erhélt eine Integralgleichung

mit

A1)

1 D. T. Haves, Z. Naturforschg. 18a, 531 [1963]. Diese Ar-
beit wird im weiteren als I zitiert; Gleichungen aus dieser
Arbeit werden in der Form ,,Gl. (1.7)“ usw. angegeben.

fir die Entwicklungskoeffizienten, aus der die Ener-
gie der lokalisierten Losungen zu bestimmen ist.
Eine moglichst weitgehende Separierung dieser In-
tegralgleichung nach Drehimpulsen wird durchge-
fithrt. Da der Projektionsoperator in der Integral-
gleichung axialsymmetrisch, aber nicht rotations-
symmetrisch ist, erhédlt man zwei Systeme gekoppel-
ter Integralgleichungen, die die Entwicklungskoeffi-
zienten zu geraden bzw. ungeraden Drehimpulsen
koppeln. Die Herleitung dieser zwei Systeme wird
in Abschnitt 1 durchgefiihrt. In den Abschnitten 2,
3 und 4 wird das gekoppelte System zu /=0 und
l=2 betrachtet.

Es stellt sich heraus, dafl das Kopplungsglied
zwischen der Integralgleichung zu /=0 und der In-
tegralgleichung zu [=2 in dem K-Bereich, in dem
eine lokalisierte Losung existiert, eine unwesentliche
Rolle spielt. Deshalb wurde in der Rechnung dieses
Glied nicht beriicksichtigt. Eine numerische Berech-
nung der Energie der lokalisierten Losung der In-
tegralgleichung zu [=0 als Funktion von K zeigt,
dal Losungen nur in der unmittelbaren Nahe von
K =0 existieren wie im Falle ohne hard-core-Anteil
im Potential. Fiir [=0 wirkt sich der hard-core so
aus, dal die Abweichung der Energien der Losun-
gen von der doppelten Fermi-Energie (d.F.E.) und
der Losungsbereich selbst verkleinert werden. Die
K-Abhingigkeit der Energie der Losungen mit hard-
core ergibt sich dhnlich der ohne hard-core.

2 H. A. Betse u. J. GorpsronE, Proc. Roy. Soc., Lond. A 238,
551 [1957].
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1. Allgemeine Formulierung

Die B.G.GL. fiir die Begegnung zweier Nukleonen
in Kernmaterie lautet

(hg+Pv—n) ¥=0. (2)

Die Bezeichnungen sind dieselben wie in I: h, ist
der Hamirron-Operator fiir die freie Bewegung der
beiden Nukleonen; er besteht aus einem kinetischen
Energie-Anteil und einem von den iibrigen Nukleo-
nen hervorgerufenen Ein-Teilchen-Potential. Das
Zwei-Nukleonen-Potential v ist durch Gl. (1) ge-
geben. P ist ein Projektionsoperator, der alle Zu-
stainde der freien Nukleonen innerhalb der Fermi-
Kugel fortprojiziert; er ist in I genau definiert.
¥ ist die Zwei-Nukleonen-Wellenfunktion und # der
dazu gehorige Energie-Eigenwert.

Die mathematische Behandlung von Gl. (2) wird
erschwert durch das Auftreten des nicht-hermiteschen
Operators Pv. Fiir die hier gewihlte Formulierung
des Problems ist es zweckmiflig, nicht Gl. (2). son-
dern die hermitesche Gleichung

(hg+PvP—¢) x=0 (3)

zu betrachten. Dann kann man, da P mit dem Hamrr-
toN-Operator in Gl. (3) vertauschbar ist, die Losun-
gen 7 in zwei Klassen aufteilen®. Entweder ist
Py=yx (Klasse I) und g ist auch eine Losung von
Gl. (2) oder es ist P x=0 (Klasse II) und y ge-
horcht der wechselwirkungsfreien Gleichung

(hg—¢) =0. (4)
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Samtliche lokalisierten Losungen gehoren zu Klasse I,
da Gl. (4) derartige Losungen nicht liefern kann.
Es werden also hier Losungen gesucht, die gleich-
zeitig Losungen der B.G.Gl. (2) und der hermite-
schen B.G.Gl. (3) sind.

Zur Losung der hermiteschen B.B.Gl. (3), die ein
hard-core-Potential und ein anziehendes Potential
enthalt, wird der Ansatz

1= '/. [ d3k1 d3k2 A(kl kg) WDk, k, (5)

gemacht. Die Zwei-Nukleonen-Wellenfunktionen
Wk, k, seien hierbei Streulosungen der hermiteschen

B.G.Gl.
(h’0+thC:p_€kxkz) w"xk2=0’ (6)

wobei das Potential nui aus einem hard-core-Anteil
besteht. k; und k, sind die Impulse der einlaufen-
den Teilchen. Die Losungen w«, &, sollen die Ortho-
gonalitﬁtsbedingung
f/ &1y &1y 04,4 (T T3) Ok, (Ty )
=0(k,— k) o(ks—ky) (7)
und, da es nur Streuldsungen gibt, die Vollstandig-
keitsbedingung

@ n)“ // Phey &y ok, (11 1) ok, (11 7)
=d(r—1) d(ry—1y)  (8)
erfiillen.

Der Ansatz Gl. (5) wird in die hermitesche B.B.Gl.
(3) eingesetzt; die Gleichung wird mit wk, k, multi-
pliziert und iiber r; und 7, integriert. Mit Hilfe der
Gln. (6) und (7) erhalt man

(2 1)“

(et —e) ATy o) + (2 L //dskl &Ky (wiyk, | Poa P | wren) Al ') =0 9)

Da nun w&, &, Eigenfunktionen der hermiteschen B.G.Gl (6) sind, ist

(kb | PPl okony ) = (ko [va | 0niy ) falls by, by, kg k)’ > ke und =0 sonst.  (10)
Damit wird Gl. (9)
(er,r, —&) A(KyKs) + (2 =T /d3k1 &Bk,” Pk k) (wkk, | v, | wkry) Ak k) =0, (11)

wobei P (K, , k,) folgendermaBen definiert ist: P (K, k,) =1 fiir |k,|, |ky| = k¢ und =0 sonst.
Es sollen nur lokalisierte Liisungen von Gl. (11) betrachtet werden. Dann kann man Gl. (11) schreiben

Ak o) =

T @) (£k1 k2

[ e s P R (v oncn ) Al ).

(12)

Es werden als neue Variablen der Gesamtimpuls K und der Relativimpuls K eingefithrt durch Gl. (1.4).
Wegen der Translationsinvarianz der Wechselwirkung laBt sich das Matrixelement in der Form

(0, | vy | 01y = (K| v, | K'; K') 6(K-K)

3 G. Liibers, Z. Naturforschg. 14 a, 1 [1959].

(13)
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schreiben. Es hiangt parametrisch vom Gesamtimpuls ab wegen der entsprechenden Abhangigkeit der Wellen-
funktionen w&,x, (siehe Anhang).

P(k,, k,) wird wie in I als Funktion P (K, k) der Variablen K und k geschrieben mit der Erlaute-
rung: P(K,k) =1 fir |k+K/2|, |k—K/2| =kt und =0 sonst. Fiir ez,z, wird die Niherung der ef-
fektiven Masse gemacht

ek, = (1/2m*) (k2 +ko2) = (K3/4 m*) + (K¥/m*). (14)
Als Losung der Gl. (12) werde jetzt eine Funktion festen Gesamtimpulses K angesetzt
A(kyk;) = Ax (k) 6(K—K'); (15)

in der Funktion Ak (k) spielt K die Rolle eines Parameters. Dies ist die gleiche Situation wie fiir die
Wellenfunktion yx (k) in I. Jedoch ist hier nicht nur die Abhingigkeit des Projektionsoperators P von K,
sondern auch die parametrische Abhingigkeit des Matrixelements (K |v,|k’; K) von K Ursache fiir die
parametrische Abhingigkeit der Funktion Akx(k) von K. Durch Einsetzen der Gl. (15) in Gl. (12) und
unter Verwendung der Gln. (I.4), (13) und (14) erhilt man fiir die Funktion Ak (k) die Integralgleichung

1 ’ ’ ‘. ’
Aty @ 7)® (KA m*+km* —e) /dsk PRy (e e B A ) k)

Der Projektionsoperator wird wie in Gl. (I.8) nach normierten Kugelfunktionen entwickelt

P(K, k) = > PX(k) Yu (9, ¢) =Px(k,9). (1.8)
I gerade
Die Achse des Polarkoordinatensystems ist in die Richtung des Vektors K gelegt; ¥ ist der Winkel zwi-
schen den Vektoren K und k. Die Funktion P;X (k) ist fir K < 2k in Gl. (1.8) angegeben. In gleicher
Weise wird der Entwicklungskoeffizient Ax (k) entwickelt

Ax (k) = 3 A (k) Y, (D, @) (17)
I,m

Entsprechende Umformungen sollen jetzt am Matrixelement von v, vorgenommen werden. Wegen der
Translationsinvarianz des hard-core-Potentials 1Bt sich die hard-core-Wellenfunktion wk,x, (7; ;) in der
Form ‘

Ok k, (1, 15) =exp{i KR} ok () (18)

schreiben; dabei ist * der Abstand der beiden Nukleonen; R ist die Koordinate des Schwerpunktes. Fiir
die Wellenfunktion wird der Ansatz

0¥ (1) =4a Y ot im (1) Yin(dr, @7) Yiom (9, 9) (19)
Ll,m

gemacht; dieser Ansatz ist erlaubt, da wX(r) als Folge der Axialsymmetrie des Projektionsoperators um
die K-Richtung nur von der Differenz der Winkel ¢, und ¢ abhingen kann. Die ¥-Abhingigkeit des Pro-
jektionsoperators Pg(k,¥) ist fiir kleine K schwach und wird in der Gleichung fiir wj (r) deshalb ver-
nachlissigt; die Zulassigkeit dieser Naherung wird nachtriglich gepriift werden (vgl. SchluB von Abschn. 3).
Die Wellenfunktion hingt dann nicht mehr von %, , ¥ und ¢, — ¢ einzeln ab, sondern nur von dem Winkel
zwischen den Richtungen von 7 und k. Wegen des Additionstheorems der Kugelfunktionen kann der An-
satz Gl. (19) vereinfacht werden zu

o (1) =4a Y Fofrm (r) Yim(r, @) Yin (9, 9). (20)
l,m

Mit dieser Niherung erhilt man fiir die Entwicklung des Matrixelements in Gl. (16)
(k | U, [ k,; K) = (4‘ ﬂ)z Z <k ] Uy | k’; l: m, K) Yl,m(/l?9 (P) Yl.,m (19’9 ¢’) (21)
l,m

mit (k|va| K5, m,K) = f r2dr wf . (r) va(r) oF 1 (r). (22)
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Einsetzen von Gln. (1.8), (21) und (17) in Gl (16) und Verwendung der Gl. (1.12) fiihrt schlieBlich
zur Gleichung

2 - Qli{)-(2l'+l) Yy ’” ’ 7
Al (B =~ kot m = £ el 47@IUHY) ] (B 0.0 1Fo O 4F 50, e

-fk'2 Ak’ PE (') (k|va | K 51, m,K) AF, (K). (23)
Diese Gleichung unterscheidet sich von Gl. (I.13) nur dadurch, daB das Matrixelement (k|v,|%";1, m, K )

jetzt von K abhingig ist. Wieder sind nur Partialwellen mit geraden bzw. ungeraden Drehimpulsen ge-
koppelt.

2. Losung des gekoppelten Gleichungssystems fiir S- und D-Wellen

Es wird das gekoppelte System der Integralgleichungen zu =0 und /=2, m =0 betrachtet, das gemiB
Gl. (23) lautet

A (B) = = o +k2/m —8) /k’z KPS (k) (k|va] ¥'5 0,0, K) Ao ()
+ fk’2 Ak’ PE(K') (k|va|¥'50,0,K) A%, (k')}, (24)
K _ 1 ’ K 2 V5 K rq2 2 DE (1
M) = ~ ey | ¥ [PE )+ 2 PE ) +37/2 pE))

-(k|va]k';2,O,K)Jl20(k)+/k'2dkP (k") (klva|E';2,0,K) A (k)} (25)

In beiden Integralgleichungen sind die Kopplungsglieder zu [>2 weggelassen. Es werden nur Losungen
dieses Gleichungssystems im Bereich K < 2 k; betrachtet. Das Gleichungssystem soll fiir ein ¢ gelost wer-
den, das einer lokalisierten Losung der B.G.Gl entspricht, d.h. ¢ <k:?/m*. Falls eine solche Losung existiert,
wird angenommen, daf} sie dicht unterhalb der d.F.E. (k?/m*) liegt. Fiir verschwindendes K ist dies der
Fall (siehe Brenic *). Die Ergebnisse von I hatten gezeigt, dafl diese Annahme auch fiir ein separierbares
Potential und fiir ein Kastenpotential ohne hard-core-Anteil zutrifft. Es ist dann zweckmafig,

= (kff/m*) (1-4) (26)

zu setzen, wobei 4 < 1. Weiter wird angenommen, daB} die lokalisierbaren Losungen fiir K < 2 k¢ nur in
einem Bereich von K existieren, in dem K/k; <1 ist. In I fijhrten diese Annahmen fiir das Kastenpoten-
tial dazu, daB man die Niherung v (k, k") ~v (k, k¢) machte [siehe Gl. (I.41) und folgenden Absatz]. Da-
bei wurde vorausgesetzt, da} die Wechselwirkung kurze Reichweite besitzt, d.h. die Funktion v(k, k")
soll langsam in k bzw. k" verinderlich sein. Im Falle, der hier zur Diskussion steht, trifft diese Voraus-
setzung jetzt nicht mehr zu. Das sieht man leicht, wenn man die hard-core-Wellenfunktion betrachtet. Die
Wellenfunktion kann man ndmlich schreiben

@f m (1) = Afn (k) uk,m () (27)
[siche Anhang Gl. (A.18)], wobei uf; ,, (r) fiir kleine r als Funktion von k langsam verinderlich ist. Die
Funktion Af,, (k) ist dagegen in der Umgebung von k= k¢ + K/2 schnell veriinderlich und verschwindet
bei k& =ki+ K/2 wie [In(k—k;—K/2)] ™1 [siehe z. B. Gl. (54)].

Deshalb wird
(k|vy| K51, m,K) = AF, (k) AF, (K') (k|0a| k51, m,K) (28)
gesetzt mit der als Funktion von £ und %’ langsam verinderlichen GroBe
(k|?a|k';L,m,K) = f r2drufy, (r) va(r) uf 1w (r). (29)

Wie in I wird die Ndherung
K (k|o, |31, m, K)~ki(k|vy|kesl,m,K) (30)

4 W. Brenic, Z. Phys. 156, 525 [1959].
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gemacht. Gl. (28) wird in Gln. (24) und (25) eingesetzt. Als Folge der Naherung Gl. (30) erhilt man

Ky _ _  CFAR (k) (k| va|kt;0,0,K) E () — _ _ CFAL (k)<k|va|kt; 2,0,K))
®) = = R m*+ 1 m —kfm = 2)) ° 8) = = Refamitm —remeq—dy’ V> 32

wobei die Konstanten C und C¥ gegeben sind durch
C¥ = Tﬁ%{/ K dk' PE (k') A% (K) 4 () + f K aK' PE (k') A (K') A% (k’)} ; (33)

ck=H

25 PE () +3 /2 PE ()] - 4fs () AB (K)
+ f K aK' PE (k) A% (¥ Aé%(k’)}. (34)

Man setzt Gln. (31) und (32) in Gln. (33) und (34) ein. Dann wird nochmal die Naherung von Gl. (30)
gemacht und man erhilt fiir die Konstanten C& und C¥ die Gleichungen

C(I)I =ki2<kf l i)a [ kf; 09 0’ K) 10(K7 A) COK +kf2(kf|1~)3 | kf; 2, 0, K) IOZ(K’ A) C2K, (35)
CF = ke (ke | 92 | 3 2,0, K) I, (K, A) CX + ke (k| v, | k13 0,0, K) Iy (K, 4) CE. (36)
Hierbei ist I,(K, 4) = & (k)| 48 (k) [2 dk _ 37)

’/* (Ka+k-k(1—4)) °

. f[%‘ @+ 2V5 PF (-+3 /2 PF @0 | 145 ] o
foeca o 38
&A=k (A=) o

* i T (k) A% (k) A% (k) dk
Ioo(K, 4) =Ty (K, 4) = — 27 [ 2040 (0.ah (0% (39)

Fiir festgehaltenes K und 4 bilden die Gln. (35) und (36) ein homogenes Gleichungssystem fiir die
Konstanten C& und C¥. Dieses System besitzt bekanntlich dann und nur dann eine nichttriviale Losung,
wenn die Determinante verschwindet. Es muf} also gelten

(ke (ke | 9a | ke3 0,0,K) Iy (K, A) =11 [k (ke | Pa| k5 2,0,K) Ip(K, 4) —1]
— ket (ke | Da | B3 0,0, K) (e | 94| kes 2,0, K) | Ioa (K, A) 2. (40)

L(K,4) = - =

alle

Es wird spiter in Abschnitt 4 gezeigt werden, dafl
ke (ke |0a | k3 0,0,K) (ke |95 | k5 2,0,K) | Lo (K, A) 2 <1 (41)

gilt in dem Bereich von K, in dem eine Losung 4 existiert. Daher kann man in guter Ndherung die Glei-
chungen

k?(ke| 04| ke30,0,K) Io(K,4) =1 und ke (ks |va| k5 2,0,K) I,(K, 4) =1 (42), (43)
als ungekoppelte Gleichungen fiir 4=4, bzw. 4= 4, betrachten. Es wird nur die Gleichung fiir /=0 im

folgenden betrachtet; ferner wird das Kopplungsglied Gl. (41) diskutiert.
3. Numerische Losung der Gl. (42) fiir 4,

Setzt man Gl. (37) in Gl. (42) ein und verwendet den expliziten Ausdruck fiir P§ (k), so ergibt sich

B(K)
_ 2mtkp s : |AE®)Ede [ (kP—KY4—R2 | AK (k) |2 dk
e (t| 9| kt; 0,0, K) {fK“/4+k020 kE(1—A) [( Kk )K2/4+I£2~—l;f2(1 A)} Sl

a

mit  a(K) = (k- K?/4)"; ﬂ(K)=(kf+K/2)-

Aus dieser Gleichung ist 4, als Funktion von K numerisch zu bestimmen. Zu diesem Zweck betrachten wir
die Ausdriicke fiir A& (k) und die im Matrixelement verwendete Wellenfunktion uf,o(r) niher. Die
allgemeinen Ausdriicke dafiir sind im Anhang in Gln. (A.18) und (A.19) angegeben. Aus dem Anhang
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Gl. (A.19) findet man in diesem Fall (I=0, m=0)

B ) = Finke) {cGoleses ) + [ rdrGole,rs by gl ()
0

(4

= ﬁ[c Glolc, c; k, K) + /r dr € (¢, r3 k, K) gl () ]}‘1_ (45)
0

Fiir die Wellenfunktion u£ ¢ (r) erhilt man aus Gl. (A.18)

i3
ufoo(r) = nkr—q _ 1 / sink(r—r) ¢& (') dr’. (46)
kr kr ,

c

Die Funktion ¢ (r) ist gegeben als Losung der Integralgleichung [Gl. (A 16)]
abh(r) = 5 {egh (oK) + [ ar gh (rr's K) g ()} (47)
0

Fir k;ic< 1 1aBt sich Gl. (47) nihern® durch
g ()~ L5 gho (res K) {1+ 35 ghole s K) | 5 (48)

in dieser Arbeit wurde verwendet k;=1,375-10"1 cm und ¢=0,4-10"3 cm, d. h. kc=0,55. Hiermit
ist die Gl. (47) durch Iteration bis einschlieBlich der 1. Iteration gelost und das darin vorkommende
Integral durch

c
[ & (r.'s K) gho (' 0 K) r2dr'= G gho (1, 5 K) gho(c, ¢ K) (49)
0
gendhert. Im Sinne dieser Ndherung wiirde die nichste Iteration ein Glied
(c%/473) [glo(c,c; K) ] <k®c®/4n*~10"% liefern.
Gl. (48) wird in Gl. (45) eingesetzt. Nach einer dhnlichen Naherung wie in Gl. (49) ergibt sich

C
[080 (e,r; k, K) q(})% (r) rdrN = Goo (c,c3 k, K) goo(c,c K) {1+ - 2% (¢, ¢; K)}
0
Dann wird

Al (k) ~ 5= jo(ke) {Goleres k) = oo [1+ 5 gho(e s K|

4
G ek K) = 2 [Goterrib) ghre: K) e[} (50)
0

Das Integral in Gl. (50) darf allerdings nicht weiter approximiert werden, da sonst Funktionen verloren
gehen wiirden, die gleichartige Anteile von Gdo (c, c; k, K) kompensieren.
Man erhilt aus Gln. (A 6) und (A 9)

B(K)
go(r,r'; K) = 2n"'{f]0(kr) ]o(kr)k2dk+/ ("f =2 4= "’),o(kr) ,.,(kr)kdk} (51)

und aus GIn. (A 6) und (A 12)

B(K) B(K)

o, b, K) =2 { [ o8 i) 0k T k) o) ol ) K )

Gl (r, 7'k, K) =2 {/ DLW 4 [ (H=K ) dof s . (52)
0 a(K)

5 Siehe FuBnote 2, Gl. (4.7).
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In der numerischen Berechnung wurde der Wert von 4, als Funktion von K bis auf 3 Stellen bestimmt.
In den dabei verwendeten Ausdriicken fiir g0 (7, 7’3 K) und GQ(r,r’; k, K) wurden einmal die Anteile von
den Integralen zwischen a(K) und §(K) vernachlissigt. Bei einer weiteren Rechnung wurden sie zur Kon-
trolle beriicksichtigt. Die Werte fiir 4, sind innerhalb der verlangten Genauigkeit dieselben. Die Funk-
tionen A& (k) und ufo,(r) werden daher nun ohne die Anteile von diesen Integralen angegeben. Mit

Golescs k) = 7 jo(ke) e

aus Gl. (A 11) erhélt man fiir

(53)

[onb(k)]_1=coskc—él;{1+ ﬁ(ﬂ(K)_ SM‘fo{)i)}
'{f°°5kc[5i2c(k+ﬂ(K)) —Si2¢c(k—p(K))]

—sinkc[ln

k+p(K)
k—B(K)

+Ci2c(k+B(K)) —Ci2¢c(k— ﬂ(K))]}

+zsmkc_fr{1+,,,,,,<'5(K) smzi(zgg)}
'{COSkC[Cl2C(k+ﬂ(K)) —Cizc(k_ﬁ(K))_lnwﬂ]

k—B(K)
+sinke[Si2c(k+B(K)) —Si2c(k—p(K))] } (54)
wobei die Funktionen Si( ) und Ci( ) in Jannke—EwmpE 6 definiert sind.
Durch Einsetzen von Gl. (4-8) in Gl. (46) und nach Integration iiber 7’ erhilt man
K sink(r—c) _ [ sin2 B(K) ¢
ufoo (r) = S2EC=9 111 e (pux) - S22E®c))
; {sink(r—c) [Si (k+ﬂ(K))(r—c) —Si(k—-pB(K))(r—c)] (55)

+sink(r+c) [Si(k—B(K))(r+c)

—cosk(r—c) [ln k+§illg

—cosk(r+c)[Ci(k+B(K))(r+c)

Zur Auswertung des Matrixelementes (k¢ |7, | ki;
0,0,K) wurde das gleiche Kastenpotential wie in
der Arbeit von Brenic * benutzt. Man hat fiir das
anziehende Potential

vy(r) = —80MeV fir c<r<c+b,
= fiir r>c+b

mit 5=1,3-10"¥ cm. Dieses Potential gibt die
Triplett-Streuung bei kleinen Energien richtig wie-
der. m* wurde in der Rechnung 0,75 m gesetzt.
Die Grofle 4, wurde als Funktion von K aus Gl.
(44) numerisch zu drei Stellen mit der IBM-Rechen-
anlage in der Aerodynamischen Versuchsanstalt in
Gottingen bestimmt. Das Ergebnis ist in Abb. 1 auf-
getragen. Bei K=0 ist 4y=1,25-10"2 (k?/m* =
0,125 MeV); 4, verschwindet bei K/k;=2,86-1073,

(56)

8 E.Jannke u. F. Empe, Funktionentafeln, Verlag Teubner,
Stuttgart 1960.

—Si2c(k—-B(K)) —Si(k+,3(K))(r+c)+SiZc(k+/3(K))]
+Ci (k—B(K))(r—c) —Cl(k+ﬁ(K))(r—c)]

—~Ci2c(k+p(K))-Ci(k—p(K))(r+ec)+Ci2c(k—F(K))] |-

1.4

1.2
10
04
4,107, |
04

0.2)

1 I

0 7 2 3
(K/kg) 10° ———=—

Abb. 1. Abstand der Energie der lokalisierten Losung der
B.G.Gl. zu [=0 von der d.F.E. als Funktion des Gesamt-
impulses (K).

Diese Resultate rechtfertigen die Annahmen, daf}
die Losungen dicht unterhalb der d.F.E. liegen und
nur in der unmittelbaren Nahe des Gesamtimpulses
Null existieren.
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Dieses Ergebnis fiir 4, soll nun mit den Werten
von A, verglichen werden, die sich fiir ein Kasten-
potential ohne hard-core-Anteil ergeben. Das Poten-
tial soll die gleiche Streuldnge und effektive Reich-
weite wie das Kastenpotential mit hard-core-Anteil
in Gl. (56) liefern. Das Kastenpotential ohne hard-
core ist gegeben durch

vo=h2a%s/Ambs® fir rZ b,

= 0 fir r > b

mit by=2c+b=2,1-10"13 cm, (57)
s=1,44.

Mit diesem Potential erhdlt man aus Gl. (1.45),
Ay=4-1073 fir K=0. 4, verschwindet bei KA/kf
=1072. Hierbei sieht man, daB durch einen hard-
core-Anteil im Potential fiir /=0 die Grofle von 4,
im Losungsbereich und der Losungsbereich selbst
verkleinert werden.

Im Falle von anziehendem Potential ohne hard-
core rithrt die K-Abhangigkeit der Losung 4, nur
vom Projektionsoperator her. Wenn das Potential
einen hard-core-Anteil enthalt, kommt nach den hier
gewdhlten Losungsverfahren auch die Abhéangigkeit
der hard-core-Wellenfunktionen von K hinzu. Ein
Vergleich von Abb.1 mit Abb. 1.3 zeigt, dal} die
Abhéngigkeit der Losung 4, von K in beiden Fallen
ahnlich ist. Daraus ist zu schlieffen, daf} die Abhan-
gigkeit der hard-core-Wellenfunktion von K wenig
Einflul} auf den Zahlenwert von 4, hat.

Der hier erhaltene Wert von 4, fiir ein Potential
mit hard-core ist ungefdhr 4-mal kleiner als der von
Brenic * fiir dasselbe Potential erhaltene. Diese Dis-
krepanz ist damit zu erkldren, dal Brenic einen
Néherungsausdruck fiir A% (k) benutzt, der ihm er-
laubt, das erste Integral in Gl. (44) exakt auszu-
fithren. Dieser Naherungsausdruck stimmt zwar mit
den exakten A& (k) in der Nihe von k=Fk; gut
iiberein, jedoch wird Af (k) im iibrigen Bereich
durch den Niherungsausdruck iberschitzt (siehe
Abb. 2). Dies fiihrt zu einer Vergroferung von 4.

Es wurden schliellich die Folgerungen untersucht,
die eintreten, wenn man die ¥-Abhéngigkeit des
Projektionsoperators in der Losung der B.G.Gl. fiir
hard-core berticksichtigt. Die formalen Anderungen,
die dabei auftreten, sind natiirlich erheblich. Man
mul} zur Ableitung des Analogons zu Gl. (23) den
allgemeinen Ansatz Gl. (19) fiir wf () benutzen.
Es soll hier nicht die explizite Rechnung angegeben
werden. Es stellt sich heraus, dafl der Einfluf} einer

DALLAS T. HAYES

derartigen genaueren Berechnung auf dem Zahlen-
wert von A, innerhalb der verwendeten Genauigkeit
vernachlassigbar ist.

3.0
2.0f L
1A81? e
///
7/0‘ /,
-
0 1 1 1 1
7 2 4 5 6

k/kg

Abb. 2. Vergleich des absoluten Betrages der Funktion

Ay (k) Gl (54) (ausgezogene Kurve) mit der Niherung

von Brenic fiir AQy (k) (gestrichelte Kurve). In beiden
Fillen ist K=0.

4. Kopplungsglied

Das Kopplungsglied auf der rechten Seite von
Gl. (40) wachst mit K. Anderseits verschwindet
die Grofle 4, bei K/k;=23-1073, Es ist daher sinn-
voll, das Kopplungsglied fiir diesen Wert von K/k¢
abzuschatzen; die Abschatzung ergibt eine obere
Schranke fiir die Grofle des Kopplungsgliedes. Durch
Einsetzen von Gl. (39) in Gl. (41) erhalt man fir
das Kopplungsglied
"‘{fi (Kt |0 | K3 0,0, K) (k|54 | Krs 2,0, K)

B(K)
[ ELACE T0E

KA+ —k2(1—A)

(58)

a(K)
In dem Bereich von £, iiber den zu integrieren ist
(eine kleine Umgebung von k=Fk;), kann A (k)
noch weiter genihert werden. Es 1at sich dann in
guter Naherung sink c~zsin ks c~k;c setzen u. .
(Beachte k;c=0,55!) Auf diese Weise lifit sich
A& (k) in Gl. (54) nihern, und man erhilt

Ey~ 1 [1 _2-2

AOO(k)N ki c {kfc 7
g (kBN AT (59)
ytln(}{f " )+z} :

Eine dhnliche Niherung fiir 4% (k) in Gl (A 19)
ergibt

AE (k) ~— 13 .{Ai,_,i 15
2 (k) EPcd \kPc® 3w = 2 7 ke c® (90

2 1, (k _ K '}_1
. - ]n(kf e )-f—z L
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In beiden Ausdriicken wurden alle GroBen < k¢ c®
vernachléssigt.

Den Wert des Matrixelements zu [ = 0 nimmt man
bei dieser Abschitzung aus der Rechnung des Ab-
schnitts 3. Fiir /=2 wurde das Matrixelement mit
der Ndherung

uloo (r) ~ke{ja(kc) ny(kr) —ny(ke) ja(kr)}
(61)
berechnet. Mit dieser Wellenfunktion wird das Ma-
trixelement zu /=2 ungefahr um 10% iiberschitzt.
Das Kopplungsglied wurde dann numerisch be-
rechnet; man erhilt bei K/k;=3-10"2 einen Wert
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von ungefihr 1072, womit bestatigt ist, dall das
Kopplungsglied eine unwesentliche Rolle in der Be-
stimmung von 4, spielt.

Herrn Professor Dr. G. Lipers bin ich fiir die An-
regung zu dieser Arbeit sowie fiir ihre Forderung sehr
dankbar. Herrn Prof. Dr. W. Brenic bin ich wegen vie-
ler Diskussionen zu Dank verpflichtet. Der Deutschen
Forschungsgemeinschaft danke ich fiir die Moglichkeit,
die elektronische Rechenmaschine IBM 650 in der Aero-
dynamischen Versuchsanstalt in Géttingen zu benutzen;
den Mitarbeitern des Rechenzentrums danke ich fiir
ihre Hilfe bei der Durchfiihrung der Rechnungen.

Anhang
Lésung der B.G.GL. fiir hard-core-Potential bei K F 0

Da nur Losungen der B.G.Gl. gesucht werden, bei denen die Impulse beider Nukleonen auflerhalb der
Fermr-Kugel liegen, geniigt es, die nicht-hermitesche B.G.Gl. zu betrachten. Die Losungen fiir nicht ver-
schwindenden Gesamtimpuls werden nach derselben Methode gewonnen, die in der Arbeit von BernE und
GoLpsToNE 2 bei verschwindendem Gesamtimpuls benutzt wurde; bei K = 0 tritt allerdings eine Reihe von

Komplikationen auf. In der jetzigen Arbeit lautet die Gleichung in der Darstellung im Ortsraum mit
als Abstand der beiden Nukleonen

(V2+B?) of (1) =m* vy (1) of (1) —m*fg(f, ;3 K) vno (') 0¥ () &7, (A1)
wobei gilt g(r,7;K) = sz)a f (1 =Px(K,®))et* ) Bk, (A2)

Px(k,®) ist in Gl. (I.14) angegeben. Es soll nur der Fall K < 2 k; betrachtet werden.

Es werden Losungen der Gl. (A1) gesucht, die sich asymptotisch wie e’*” + f(9, @) e?¥7/r verhalten,
d.h. w¥(r) ist eine Losung der Integralgleichung

Wi (1) =e'*" — [ (1,75 k, K) vno (r') i (17) &% (A3)
mit
ey w1 [ e=@BK 1 [ (—Pg(K,d)) etk c— DK
CAnr R e o Sty ) Kk =

Die GréBen g(r,1'; K) und G(r,7'; k, K) sollen nach normierten Kugelfunktionen entwickelt werden.
Mit Hilfe der Entwicklung von Pg(k,%) in Gl. (I.8) erhilt man zunichst

(1 =Px(k,9))= 3 PE(K) Yi0(d, ),

(A5)
l gerade

wobei die Koeffizienten 5ZK(k) gegeben sind durch

PE(k) =2 fir k< (ki+K/2),

= A - -

PEGR) = 2 (575 )" [Pl (05 Ox (k) — -1 (cos O ()] (46)

fir  (h?—K2/4)" <k < (ke +K/2),
=0 fiir (k+K/2)Z k.

Weiter wird gesetzt (A7)

ghier =4~n2iljl(kr) Yin (97, 91) Y;m (9, ).
I,m
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Gln. (A5) und (A7) werden in Gl. (A2) eingesetzt. Unter Verwendung von Gl. (I.12) und nach
Integration iiber sin® d de’ erhilt man

(rr;K) =2 @I+1) @+ } 1L,1",0,0|7,0)
& l;lgerade[ 4n2U+1) ( ] (A8)
AL, —m,m |V, 0)(—i)" g (1,75 K) Yo (B, @) Yirm (O, )
mit Givr (r,r's K) = [K2dk PE (k) ju(K'r) jo (K'T). (A9)
Das gleiche Verfahren liefert fiir
2 (2l+1)(2l”+1) Yz Z ’
G 1k K) = Z(;,(r,r k) 7;[%@[ et } (1,17,0,0|7,0)

. (l, l”, —m,m I l 0 l( o l)l Gll” (ir; r sk K) Ylm(ﬁr’ (pr) YI.”m (19,-’, (pr') (A 10)

5T ikr’) O (k) fir r>r

mit cl(rsr’;k)z lkﬂ ’ (All)
AT p(kr) RO (k) fiir r<r,
und Clieryr's b K) = [P PE () it 1) e 1) K20 (A12)

Hier sind j;(kr) und n;(kr) die sphérischen BesseL- bzw. Neumann-Funktionen; A" (kr) ist die HaNkEL-
Funktion erster Art

hl(l)(kl') =jl(kr) —;—inl(kr).

Da nur der kugelsymmetrische Anteil des Projektionsoperators beriicksichtigt wird, fallt die Summe
iiber I’ in Gln. (A 10) und (A 8) weg. Es wird nur !'=0 mitgenommen.

Verwendet man die Entwicklung Gl. (20) fiir wf (1), so erhilt man aus Gl. (A1) fiir ok . (r) die
Gleichung

(V2 + k) ofn (r) =m* vpe(r) @kgm (r) — (=1)™ ::; r2dr gl (r, 7’5 K) vpe(r') 0 £ (F)  (A13)
mit V=1 —d~(r2 7;1’) = l(lj;l) .
Entsprechend erhélt man aus Gl. (A 3)
oFin(r) =julkr) = 2% [ F2d Gir, 75 B) vao () oy ()
+ (=128 [ 3 6 (s kKD o) 0f1u (7). (A14)
Jetzt wird gemall Berse und GorpstonEe 2 der Ansatz gemacht

m* vno(r) o) = 4B [5(r—0) 1 gF, (01, (A15)

wobei die Funktion ¢, (r) nur fiir r<c von Null verschieden ist.

Einsetzen in die Gl. (A 13) liefert zunichst fiir g, (r) die Integralgleichung
ahu () = (=D Lo gl (s K) + fr dr' gh(r,¥'s K) gl (7). (A16)

Im Bereich r = ¢ erhilt man dann
x 4 ’ ’ 4
(Vi+) ofin() = 2B —0) — (-)m B leglr e K) + [+ ar gl (r7'5 K) afiu () }

= 2B (5 — ) — gfn (1)} = Afu () o= (A17)
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Mit der Greenschen Funktion

Hy(r,7') =k[jy(kr") ny(kr) —ji(kr) ny(kr)]  fiir

ergibt sich als Losung der Gl. (A 17)

OFim (1) = A (B) [ Hy(rar') o (7)) 7' &7 = AR (6) uim (1) -
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4
T <r,

fir r’>r

(A18)

Wenn man w£;,,(r) nach Gl (A 18) berechnet hat, kann man aus dem geforderten asymptotischen Ver-
halten von w£;,,(r) einen Ausdruck fiir 4%,(k) gewinnen (siehe dazu BerrE und GorpstonE2). Aber es
ist leichter (besonders wenn man > 0 betrachtet), 4%,(k) aus der Integralgleichung Gl. (A 14) mit der

Nebenbedingung ®Z;,, (¢) =0 zu gewinnen.
Dabei erhélt man

A (0) = = jik) {Gileses k) + ¢ [ & Gule, s ) gl ()
0

2 nile

= ﬂ(_l)ﬁ[G?z (c;c5 b, K) + %/r’ dr’ Gy (e, 7’5 k. K) g (r') “—l- (A19)
i

Das a-Spektrum aus dem Zerfall des Li**

Von JAnos Darvas

Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitdt Gottingen
(Z. Naturforschg. 18 a, 569—576 [1963] ; eingegangen am 16. Januar 1963)

The energy distribution of a-particles from the f-a-decay of Li® over the first excited state of Be®
can be determined by means of the normalization integral over the a-a-scattering solution. Relating
the relevant part of this integral to the phase shift, the a-spectrum may be obtained using one
phenomenological parameter only. The calculation gives a correct fit to the experimental energy
distribution, excepting a small region around the maximum.

Der f-Zerfall des Li® fithrt zu einem breiten an-
geregten Zustand des Be® (mit dem Drehimpuls
J=2), der anschlieBend in zwei a-Teilchen zerfallt.
Infolge der kurzen Zerfallszeit des angeregten Ni-
veaus von Be® besitzen die a-Teilchen ein kontinuier-
liches Energiespektrum, das unmittelbar auf die
Energieunschirfe des zerfallenden Zustandes zu-
riickzufiihren ist. Die relative kinetische Energie der
a-Teilchen wird durch die Energieabhingigkeit
a) des Matrixelementes des f-Uberganges (die Wel-
lenfunktion des Endzustandes ist energieabhingig)
und b) des Phasenraumfaktors bestimmt.

Den Zusammenhang zwischen dem f- und dem
a-Spektrum haben Grirry und BiepeEnHARN ! in einer
neueren Arbeit untersucht. Sie formulieren das Pro-
blem im Rahmen der WicNErschen Theorie der Kern-
reaktionen und bestimmen auf Grund der formalen

Umkehrbarkeit des f-a-Zerfallsprozesses die Dichte

DT
1 T.A.Grrrry u. L. C. Biepexuary, Nucl. Phys. 15, 636 [1960].

der Zustinde des Be®*-Niveaus zu (sin2d,)/Pa. Da-
bei ist , die Phasenverschiebung der a-a-Streuung
mit relativem Drehimpuls L =2, P, ist der ,,Durch-
dringungsfaktor® fiir a-Teilchen. Pa wird mit einer
halbempirischen Begriindung eingefiihrt.

Die Phasenverschiebung J, und der ,,Durchdrin-
gungsfaktor P, enthalten keine wesentlich vonein-
ander verschiedene physikalische Information. In
der vorliegenden Arbeit wird das a-Spektrum unter
Hinweis auf diese Feststellung weitgehend modell-
unabhéngig und unter Verwendung eines einzigen
adjustierbaren Parameters diskutiert. Die Untersu-
chung des a-Spektrums wird in zwei Schritten durch-
gefiihrt. Im ersten Schritt geben wir die Wahrschein-
lichkeit pro Zeiteinheit fiir den S-Ubergang an, die
die Storungsrechnung liefert. Dabei wird der Grund-
zustand des Li® als energetisch fester Anfangszustand
angenommen 2. Fiir den mit der Energie verinder-

2 Diese Annahme wird durch die relativ groBe Halbwertszeit
des [-Zerfalls von Li® gerechtfertigt.



